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Polinémios

Definicao
Uma fung&o p é denominada polinémio se

p(X) = Bo + Bi1X + BoX® + - - 4 Bo_1 X" + Bax",

em que n é um inteiro ndo negativo e os nimeros Bo, B4, -

.., Bn S8o constantes chamadas coeficientes
do polinémio.

O dominio de qualquer polindmio € R = (—oo, o). Se o coeficiente dominante 3, # 0, entdo o grau
do polindmio é n.
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Polinémios

Exemplo 1. A seguir sdo mostrados dados do nivel médio do mar (ou GMSL, do inglés “global mean
sea level”), medidos em milimetros, de 1993 a 2021, sendo a linha cheia azul o modelo de regressao
quadratico que os descreve:

h(t) = 190760, 397 — 193, 386t + 0, 049¢>.

Modelo quadréatico: https://www.geogebra.org/calculator/bvrdrycd
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Figura: Retirada de https://sealevel.colorado.edu/.
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Utilize o modelo de regressdo quadratico para estimar o nivel médio do mar em 2010 e predizer o
nivel para o ano de 2022.

De acordo com esse modelo, quando o nivel médio do mar excedera 80 mm?

De acordo com esse modelo, qual é a taxa média de variagao do nivel médio do mar com respeito
ao tempo entre os anos de 1995 e 20057 E entre 2005 e 20157 E entre 2015 e 20187 E entre
quaisquer dois anos? O que podemos concluir dessas contas?

De acordo com esse modelo, qual é a taxa instantanea de variagao do nivel médio do mar com
respeito ao tempo no ano 2015? E em qualquer ano? O que podemos concluir dessas contas?

De acordo com esse modelo, qual € a taxa instantanea de variagéo da taxa instantanea de variagéo
do nivel médio do mar com respeito ao tempo em qualquer ano? O que podemos concluir dessas
contas?
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Polinémios

Respostas:
(a) h(2010) ~ 19,4mm e h(2022) ~ 69,6 mm.

(b) h(t) = 190760, 397 — 193, 386t + 0, 04912 >80 <« t>t, ~2024,129 ~ segundo més de
2024, em que t, corresponde a solugao positiva obtida pela Férmula de Bhaskara:
—(—193,386) + /(—193, 386)2 — 4(0, 049)(190760, 397 — 80)

2(0, 049)

ty =

Ah  h(2005) — h(1995 Ah  h(2015) — h(2005
(¢) Af _ h(2005) — h(1995) _ , oy mm AR _ h(2015) — h(2005) _ , oo, mm
At 2005 — 1995 ano At 2015 — 2005 ano
Ah h(k) — h(t)
At b — t
(190760, 397 — 193,386t + 0, 049t2) — (190760, 397 — 193,386t + 0, 049¢?)
B b—t
_ —193,386(f — 1) +0,049(5 — )
N b — t
mim
= —193,386 +0,049( + t;) —. 0]
ano

Conclui-se que a taxa média de variagao do nivel médio do mar com respeito ao tempo néo é constante e
depende linearmente da soma dos instantes envolvidos, sendo que o coeficiente linear é igual

Docentes: Fabio Cop Ferreira e William R. P. Conti



Polinémios

aquele que multiplica ¢t no modelo quadratico, e o coeficiente angular é igual ao dobro daquele que
multiplica > no modelo quadratico. (Isso é sempre verdade para modelos quadraticos?)

(d) Apds a leitura do Apéndice, e tomando t; = 2015 e t, = 2015 + At na equagéo (1), vemos que

Weots) = im. h(2015+AAt)tfh(2015)
= lim [-193,386 + 0,049((2015 + A) + 2015)]

= lim [—193,386 + 0,049 - 2 - 2015 + 0, 049Af]
At—0

[=193,386 + 0,049 - 2 - 2015] = 4,084 1 .
ano

De forma anéloga, vemos que
h(t + At) — h(t
Wt = im h(t+ At) — h(t)
At—0 At
= lim [-193,386 + 0,049((t + At) + 1)]
At—0

= lim [—193,386 + 0,049 - 2t + 0, 049A{]
At—0
mim
= [-193,386 + 0,049 - 2f] = —193, 386 + 0, 098t ——.
ano
Conclui-se que a taxa instantanea de variagcao do nivel médio do mar com respeito ao tempo néo é
constante e depende linearmente do instante envolvido, sendo que o coeficiente linear ¢ igual
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aquele que multiplica t no modelo quadratico, e o coeficiente angular é igual ao dobro daquele que
multiplica > no modelo quadratico. (Isso é sempre verdade para modelos quadraticos?)

(e) Semelhantemente ao que fizemos no item (d), temos que
H(t+ At) — H'(2)

H'(t) = lim
At—0 At
 (—193,386 4 0, 098(t + At)) — (—193, 386 + 0, 098t)
lim
T at—0 At
_0,098At
= lim ————
At—0 At
= lim 0,098 = 0,098 ———
At—0 ano?2

Conclui-se que a taxa instantanea de variagdo da taxa instantanea de variagao do nivel médio do mar com
respeito ao tempo é constante e igual ao dobro do coeficiente que multiplica t? no modelo quadratico.
(Isso é sempre verdade para modelos quadraticos?)
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Exemplo 2. Uma bola é solta a partir do posto de observagéo no topo da Torre CN, 450 m acima do
chao, e sua altura h acima do solo é registrada em intervalos de 1 segundo na tabela abaixo.

tempo (s) | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
altura(m) | 450 445 431 408 375 332 279 216 143 61

Diagrama de dispersao: https://www.geogebra.org/calculator/tjc42zbd

Esse modelo ¢ inteiramente empirico?
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Aprendizado (2)

Um modelo quadratico é definido por uma parabola, isto é, uma fungao do tipo
y=H(x) = Bo + Brx + Bax®,
em que By, 31, B2 sdo constantes, com B> # 0. A derivada de f (taxa instantdnea de variagdo de f com
respeito a x) é dada por
'(x) = B1 + 2Bax.
A segunda derivada de f (taxa instantanea de variagdo da taxa instantanea de variagdo de f com respeito
a x) é dada por

' (x) = 28».
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De maneira geral, temos

Aprendizado (3)

Um modelo polinomial de grau n (um inteiro ndo negativo) é definido por uma fungao do tipo
Y =1(x)=Bo+Bix+BoxX° + -+ BoaxX""" 4 Box",

em que Bo, B1, - - - , Bn S80 constantes, com (3, # 0. A derivada de f (taxa instantanea de variagdo de f
com respeito a x) é dada por

f/(X) = B1 + 282X +3Bax% + -+ (n— 1)Bp_1x" "2 + nBpx""".

A segunda derivada de f (taxa instantanea de variagdo da taxa instantdnea de variagao de f com respeito
a x) é dada por

f(x) =282 + 3 2Bax + -+ + (n—1)(n = 2)Bp_1x" "> + n(n — 1)B,x" 2.
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Taxas de Variacdo e Derivadas

Apéndice Relacdes Uteis

Aprendizados

Suponha que uma quantidade y dependa de outra quantidade x. Portanto, y é uma fungédo de x e
escrevemos y = f(x). Se x varia de x4 para Xz, entdo a variagdo de x (também chamado de incremento
de x) é

AX = Xo — Xy,
e a correspondente variagdo em y é
Ay = f(x2) — f(x1).

O quociente de diferenca
Ay f(xe) — f(x1)
AX X — X
é chamado de taxa média de variacédo de y com respeito a x sobre o intervalo [x1, x2], € pode ser

interpretado como a inclinagao da reta secante PQ da figura a seguir.
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Aprendizados

Q(xy flxy))

0 X X, X

Consideramos agora a taxa média de variagdo sobre intervalos cada vez menores: fazemos x, se
aproximar de xy, e portanto Ax se aproxima de 0. O limite dessas taxas médias de variacdo é chamado
de taxa (instantanea) de variacdo de y com respeito a x em x = x1, e é interpretado como a inclinagdo
da reta tangente a curva y = f(x) em P(xy, f(x1)):

R A f(x1 + Ax) — f(x
taxa de variagdo instantanea = lim 2y _ f0a + Ax) = f(x1) .
Ax—0 AX Ax—0 Ax
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Apéndice Relacdes Uteis

Aprendizados

Limites dessa forma surgem quando calculamos a taxa de variagdo em qualquer das ciéncias ou
engenharia ou economia, e uma vez que ocorre tao vastamente, é dado a ele um nome especial e uma
notagao:

Definicao

d)
A derivada de uma fungdo f em um numero x1, denotada por d—i ou f'(xy), é definida por
X:X1

f Ax) — f
Fu) = lim [0 A%~ f(a)
Ax—0 AXx
se esse limite existe.

Por meio dessa definigdo é possivel chegar-se as seguintes interpretacoes:

Interpretagéo (1)

A derivada ' (x;) € a taxa instantdnea de variacdo de y = f(x) com respeito a x quando x = xi.

Interpretagao (2)

A reta tangente ay = f(x) em (x1, f(x1)) € a reta que passa pelo ponto (x1, f(x1)) e cuja inclinagdo é
igual a f'(xy), a derivada de f em xy.
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Aprendizados

Exemplo do processo limite. https://www.geogebra.org/calculator/w6tuvizd

Acima, consideramos a derivada de uma fung&o f em um nimero dado (fixo) x: f'(x;). Mas podemos
permitir que esse nimero x; varie: voltando a definigao de f'(x) e trocando x; pela variavel x, obtemos
Fx) = lim f(x + Ax) — f(x)
Ax—0 AXx
Entéo, dado um nimero x qualquer tal que o limite acima exista, atribuimos a esse x o valor f'(x).
Consideramos portanto f’(x) definida acima como uma nova fungéo, chamada de derivada de f, e
fazemos a seguinte observagao: pelo que aprendemos anteriormente, o valor de f' em x, f’(x), pode ser
interpretado geometricamente como a inclinagao da reta tangente ao grafico de f no ponto (x, f(x)).

Exemplo de grafico de f e f’. https://wuw.geogebra.org/calculator/sfmmfdcy
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Aprendizados

& —b?=(a—b)a+b)
a-—b=(a-b)(& +ab+b?) e & +b=(a+b)(a® —ab+b?)
a* — b* = (a— b)(&® + &b + ab® + b?)

a"—b"=(a—b)(a ' +a" b+ ---+ab"" 2+ b"""), em que n é um inteiro positivo qualquer
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Aprendizado (1)

Um modelo linear é definido por uma reta, isto é, uma fungdo do tipo
y = f(x) = Bo + B1X,

em que By é chamado de coeficiente linear da reta (a intersecgdo com o eixo y) e 31 chamado de
coeficiente angular da reta (inclinagao). A derivada de f (taxa instantdnea de variagao de f com respeito a
X) € constante e igual a B, isto &, ' (x) = By. A segunda derivada de f (taxa instantanea de variagao da
taxa instantdnea de variagdo de f com respeito a x) é constante e igual a 0 (zero), isto é, f'’(x) = 0.
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