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Fungoes Trigonométricas

Em calculo, convenciona-se dar a medida de angulos em radianos (exceto quando explicitamente
mencionado). Assim, por exemplo, quando utilizamos as fungdes sin(x), cos(x) e tan(x), entende-se que
seja 0 seno, o cosseno e a tangente de um angulo cuja medida em radianos € x.

flx)=cos x
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Fungoes Trigonométricas

Observe que tanto para a fungéo seno quanto para a fungdo cosseno o dominio é (—oo, ), € a
imagem ¢é o intervalo fechado [—1, 1]. Dessa forma, para todos os valores de x temos

—1 <sin(x) <1 e —1 < cos(x) < 1.
Uma propriedade importante das fungdes seno e cosseno é que elas sao periddicas e tém um periodo 2.
Isso significa que, para todos os valores de x,
sin(x + 27) = sin(x) e cos(x + 2m) = cos(X).

A natureza periédica dessas fungdes torna-as adequadas a modelagem de fenémenos repetitivos, tais
como marés, cordas vibrantes e ondas.
A funcéo tangente relaciona-se com as fungdes seno e cosseno pela equagao

tan(x) = sin(x) ’
cos(x)
de forma que ela néo esta definida quando cos(x) = 0, isto é, quando x = +7 /2, +37/2,.... Sua

imagem é (—oo, co). Observe que a fungado tangente tem periodo 7: para todos os valores de x vale
tan(x + ) = tan(x).

As trés fungdes trigonométricas remanescentes (cossecante, secante e cotangente) sdo as
reciprocas das fungoes seno, cosseno e tangente, respectivamente.
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Fungoes Trigonométricas

Exemplo 1. Um objeto de massa m = 250 g é preso na extremidade de uma mola vertical de
constante k = 9 N/m. Apos esse sistema atingir a posicao de equilibrio, o objeto é esticado 4 cm além
dessa posigcao, em repouso, e solto no tempo t = 0's - veja a figura abaixo e observe que o sentido
positivo é posto para baixo.

Sua posigdo no tempo ¢ é dada pela fungao

s(t) = 4 cos(6t).
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Fungoes Trigonométricas

(a) Faga um estudo desse movimento por meio do laboratdrio virtual da Universidade do Colorado.
(b) Qual é o periodo do movimento?

(c) Qual é a frequéncia do movimento?

(d) Encontre a velocidade no tempo t.

(e) Encontre a aceleragao no tempo t.
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https://phet.colorado.edu/pt_BR/simulations/masses-and-springs

Fungoes Trigonométricas

Respostas:
(a) Estudo da fungdo posi¢ao: https://wuw.geogebra.org/calculator/jdvdmcum

2
)T = % ~1,047s

1 6
()f=—==—~0,955s"" (s™! = Hz, hertz)
T 27

(d) v(t) = s'(t) = —6 - 4sin(6t) = —24sin(6t)

(e) a(t) = s/ (t) = —(6)? - 4 cos(6t) = —144 cos(6t)

Nos calculos dos itens (d) e (e) fez-se uso dos seguintes limites especiais:
sin(At) cos(At) — 1

lim =1 e lim ———————— =0
At—0 At At—0 At
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https://www.geogebra.org/calculator/jdvdmcum

Fungdes Trigonométricas

Exemplo 2. Andlise harménica de maré.
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Fungoes Trigonométricas

Figura 9.11 Previ
De cima para baixc ||J uis | \J \ Rr_l
(SC) e Rio Grande (RS). Observe a

Figura: Retirada do livro “Introdugéo as Ciéncias do Mar”, disponivel gratuitamente na pagina
da CIRM.

Quando a fungéo a ser aproximada é periddica, € conveniente utilizar como fungdo aproximadora um
elemento de uma familia de fungdes também periédicas, com o mesmo periodo da que se quer aproximar.
Uma particular classe é representada pelas fungdes

1 2rt 2mnt ) 2t i 2mnt
seos{ — ) ..., cos T R sin{ = ),...,sin T .

Para qualquer uma dessas fungoes, tem-se que f(t + T) = f(t).
E possivel aproximar uma fungéo periédica de periodo T por uma fungao da familia

Ay + Z [A,,cos (27;_m) + Bpsin (27‘-—7_,71)}

n=1

pelo Método dos Minimos Quadrados. Esta aproximagao recebe o nome de analise harménica,
aproximacao trigonométrica ou aproximacéo de Fourier (veja “Fourier: Construindo Ondas”).

-abio Cop Ferreira e William R. P. Conti


https://www.marinha.mil.br/secirm/pt-br/publicacoes
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Fungoes Trigonométricas

Aprendizado (5)

Um modelo cossenoidal é definido por uma fungéo do tipo

y = f(x) = Acos(kx),
em que A e k sao constantes. A derivada de f (taxa instantdnea de variagao de f com respeito a x) é dada
por

f'(x) = —kAsin(kx).
A segunda derivada de f (taxa instantdnea de variagdo da taxa instantanea de variagao de f com respeito
a x) é dada por

'’ (x) = —k?Acos(kx) = —Kk?f(x).

Docentes: Fabio Cop Ferreira e William R. P. Conti



Fungoes Trigonométricas

Aprendizado (6)

Um modelo senoidal é definido por uma fungdo do tipo
y = f(x) = Asin(kx),
em que A e k sao constantes. A derivada de f (taxa instantdnea de variagao de f com respeito a x) é dada
por
' (x) = kAcos(kx).
A segunda derivada de f (taxa instantdnea de variagdo da taxa instantanea de variagao de f com respeito
a x) é dada por

' (x) = —Kk?Asin(kx) = —k*f(x).
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Apéndice Estudo da Variacado das Funcdes
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Apéndice Estudo da Variacado das Funcdes
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Suponha que uma quantidade y dependa de outra quantidade x. Portanto, y € uma fungdo de x e
escrevemos y = f(x). Se x varia de x; para Xz, entdo a variagdo de x (também chamado de incremento
de x) é

AX = Xo — Xy,

e a correspondente variagdo em y é

Ay = f(x) — f(x1).
O quociente de diferenga

Ay fOxe) — f(x)

Ax Xo — Xq
é chamado de taxa média de variacdo de y com respeito a x sobre o intervalo [x1, X2], e pode ser
interpretado como a inclinagdo da reta secante PQ da figura a seguir.
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Q(xy, flx,))

0 X Xy X

Consideramos agora a taxa média de variagao sobre intervalos cada vez menores: fazemos x, se
aproximar de x1, e portanto Ax se aproxima de 0. O limite dessas taxas médias de variagdo é chamado
de taxa (instantanea) de variacdo de y com respeito a x em x = x1, e é interpretado como a inclinagao
da reta tangente a curva y = f(x) em P(xy, f(x1)):

A f(x1 + Ax) — f(x
taxa de variagdo instantanea = lim =2 — fim 0+ Ax) = fx1)
Ax—0 AX  Ax—0 Ax
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Limites dessa forma surgem quando calculamos a taxa de variagdo em qualquer das ciéncias ou
engenharia ou economia, e uma vez que ocorre tao vastamente, é dado a ele um nome especial e uma
notagao:

Definicao

d)
A derivada de uma fungdo f em um ndmero x1, denotada por d—i ou f'(xy), é definida por
X=X{

Flx) = lim [X1EAX) = f4)
Ax—0 Ax

se esse limite existe.

Por meio dessa definicao é possivel chegar-se as seguintes interpretacdes:

Interpretagao (1)

A derivada ' (x;) € a taxa instantdnea de variagdo de y = f(x) com respeito a x quando x = xi.

Interpretacéo (2)

A reta tangente ay = f(x) em (x1, f(x1)) € a reta que passa pelo ponto (x1, f(x1)) e cuja inclinagdo é
igual a f'(xy), a derivada de f em xy.
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Exemplo do processo limite. https://www.geogebra.org/calculator/w6tuvfzd

Acima, consideramos a derivada de uma fung&o f em um nimero dado (fixo) x: f’(x;). Mas podemos
permitir que esse nimero x; varie: voltando a definigao de f'(x) e trocando x; pela variavel x, obtemos
Fx) = lim f(x + Ax) — f(x)
AX—0 Ax
Entéo, dado um nimero x qualquer tal que o limite acima exista, atribuimos a esse x o valor f'(x).
Consideramos portanto f'(x) definida acima como uma nova fungdo, chamada de derivada de f, e
fazemos a seguinte observagao: pelo que aprendemos anteriormente, o valor de f' em x, f’(x), pode ser
interpretado geometricamente como a inclinagao da reta tangente ao grafico de f no ponto (x, f(x)).

Exemplo de grafico de f e f'. https://wuw.geogebra.org/calculator/sfmmfdcv
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Intervalos de Crescimento e de Decrescimento

Definigéo (fungéo crescente/decrescente)

Uma fungao f é dita ser crescente em um intervalo | se, quaisquer que sejam x; € X2 em |,
X1 < Xo = f(x1) < f(x2).

Analogamente, f € dita ser decrescente em | se, quaisquer que sejam x; e xo em |,

X1 < X2 = f(x1) > f(x2).
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Pontos de Maximo e Pontos de Minimo

Definicdo (maximo/minimo absoluto)
Seja ¢ um ndmero pertencente ao dominio D de uma fungéo f. Entdo f(c) é o valor
(/) maximo absoluto de f sobre D se f(x) < f(c) para todo x em D.

(if) minimo absoluto de f sobre D se f(x) > f(c) para todo x em D.

Definigdo (maximo/minimo local)
Seja ¢ um numero pertencente ao dominio D de uma fungao f. Entao f(c) é o valor
(i) maximo local de f sobre D se f(x) < f(c) quando x é proximo de c.

(if) minimo local de f sobre D se f(x) > f(c) quando x é préximo de c.
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Pontos de Maximo e Pontos de Minimo

=

=
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local

minimo
local

minimo absoluto: fia)
méiximo absoluto: f(d)
minimos locais: f(c), fie)
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Concavidades e Pontos de Inflexao

Definigao (concavidade)

Se o gréfico de uma fungdo f encontra-se acima de todas as retas tangentes a ele para argumentos
pertencentes a um intervalo I, entdo dizemos que f tem concavidade para cima no intervalo I. Se o
grafico de uma fungao f encontra-se abaixo de todas as retas tangentes a ele para argumentos
pertencentes a um intervalo I, entdo dizemos que f tem concavidade para baixo no intervalo .

Definigao (ponto de inflexdo)

Um ponto P em uma curva y = f(x) é dito ser um ponto de inflexao se f é continua ai e a curva muda de

concavidade em P.
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Concavidades e Pontos de Inflexao

¥ s B hy s B
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0 a b x 0 a b x
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A _—~ Ad
1] X 0 X
(a) Concava para cima (b) Concava para baixo
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O que f’ diz sobre {?

Teorema (teste de crescimento/decrescimento)

Seja f uma fungdo continua em [a, b) e diferencidvel em (a, b).
(a) Sef'(x) > 0 para todo x em (a, b), entdo f é crescente em (a, b).

(b) Sef’(x) < 0 para todo x em (a, b), entéo f é decrescente em (a, b).

Definigao (nimero critico)

Um ndmero critico de uma fungéo f € um ndmero ¢ no dominio de f tal que, ou bem f’(¢) = 0, ou bem
f’(c) néo existe.
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Teorema (teste da primeira derivada)

Suponha que ¢ é um numero critico de uma fungéo continua f.

(a) Sef’ muda de positiva para negativa em c, entdo f tem um maximo local em c.

(b) Sef" muda de negativa para positiva em c, entao f tem um minimo local em c.

(c) Sef’ ndo muda de sinal em c, ent&o f ndo tem um maximo ou minimo local em c.

Flo=0 /TN flx)<0 ,,«“'J

¥ | ¥

/ \[ ) <0
flix)> 0”’ ‘i‘(/ . 4.? i £ <0
/ fx)> N

U\ / c |\ = 0‘ 2

(a) Maximo local (b) Minimo local
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(c) Nem maximo, nem minimo  (d) Nem minimo, nem maximo
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O que f” diz sobre {?

Teorema (teste de concavidade)

Seja f uma fungdo que admite derivada até a segunda ordem no intervalo (a, b).
(a) Sef”’(x) > 0 paratodo x em (a, b), entdo f terd concavidade para cima em (a, b).

(b) Sef”(x) < 0 para todo x em (a, b), entéo f tera concavidade para baixo em (a, b).

2
Exemplo. Estude f(x) = e~ /2 com relagéo & concavidade e determine os pontos de inflex&o.

Solugéo. Pelo teste apresentado, devemos estudar o sinal da fungédo
2
/(x) = (x* = 1)e™ ™ /2.

Conclui-se que f tem concavidade para cima em (—oco, —1) e (1, 00), e concavidade para baixo em
(—1,1). Os pontos de inflexdo sdo Py = (—1,f(—1)) = (—=1,e""3) e P, = (1,f(1)) = (1,7 '/?).
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O que f” diz sobre {?

Teorema (teste da segunda derivada)
Suponha que "’ é continua nas proximidades de c.
(a) Sef'(c)=0ef"(c) > 0, entdo f tem um minimo local em c.

(b) Sef’(c)=0ef"(c) <0, entdo f tem um maximo local em c.

VA /
\-\ /f
\ /
\
\ |
flo)=0 f(x)
o }
0 c \ X

f(c) = 0. f € concavo para cima
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& —b?=(a—b)(a+b)

@ —b=(a—b)(E@+ab+b?) e & +b=(a+b)(d —ab+b?)

a* — b* = (a— b)(&° + &b+ ab® + b°)

a"—b"=(a—-b)(a ' +a" " 2b+---+ab""2+b"""), em que n é um inteiro positivo qualquer

sin(a+ b) = sin(a) cos(b) +sin(b)cos(a) e  sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)

cos(a+ b) = cos(a) cos(b) —sin(@)sin(b) e  cos(a— b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
tan(a) + tan(b) tan(a) — tan(b)

tan(a+ b) = T~ tan(a) tan(b) e tan(a — b) = T+ tan(a) tan(b)

sin?(x) + cos?(x) = 1 para qualquer x
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Aprendizado (1)

Um modelo linear é definido por uma reta, isto é, uma fungdo do tipo

y = f(x) = Bo + Bix,
em que [y é chamado de coeficiente linear da reta (a intersecgdo com o eixo y) e 31 chamado de
coeficiente angular da reta (inclinagdo). A derivada de f (taxa instantdnea de variagdo de f com respeito a

x) é constante e igual a 31, isto é, f'(x) = B1. A segunda derivada de f (taxa instantanea de variagéo da
taxa instantdnea de variagdo de f com respeito a x) é constante e igual a 0 (zero), isto é, f"’ (x) = 0.
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Aprendizado (2)

Um modelo quadratico € definido por uma parabola, isto é, uma fung¢ao do tipo
y=H(x) = Bo + B1x + Bax®,
em que Bo, 31, B2 sdo constantes, com B> # 0. A derivada de f (taxa instantanea de variagdo de f com
respeito a x) é dada por
'(x) = B1 + 2B2x.
A segunda derivada de f (taxa instantdnea de variagdo da taxa instantanea de variagao de f com respeito
a x) é dada por
1" (x) = 2.
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Aprendizado (3)
Um modelo polinomial de grau n (um inteiro ndo negativo) é definido por uma fungéo do tipo
Y =1(x)=Bo+Bix+BoxX* + -+ BoaX"" 4 Bax",

em que By, B, - - ., Bn S@0 constantes, com 3, # 0. A derivada de f (taxa instantdnea de variagdo de f
com respeito a x) é dada por

/(X)) = B1 + 2B + 385X + -+ + (N = 1)Ba_1X" "2 + nBpx""1.

A segunda derivada de f (taxa instantanea de variagdo da taxa instantanea de variagao de f com respeito
a x) é dada por

f(x) =22 + 8- 2Bax + -+ + (n—1)(n— 2)Br_1x"~° + n(n — 1)8,x" 2.
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Aprendizado (4)

Um modelo de lei de poténcia é definido por uma fungdo do tipo

y = f(x) = ox*,
em que c e k sdo constantes. A derivada de f (taxa instantanea de variagdo de f com respeito a x) é dada
por

f'(x) = kex* 1.
A segunda derivada de f (taxa instantdnea de variagdo da taxa instantanea de variagao de f com respeito
a x) é dada por

(x) = k(k — 1)ex* 2.
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