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Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas

Definicao

As fungées exponenciais sdo da forma f(x) = b*, em que a base b é uma constante positiva.

Se 0 < b < 1, a fungdo exponencial decresce; se b = 1, ela é uma constante; e se b > 1,ela cresce.
Esses trés casos sao ilustrados na figura abaixo:

0, 1) 1

(0,1)

(a)y=>5% 0<bh<1 (byy=1¢ (cyyv=~h* b>1

Seu dominio é (—oo, o) e sua imagem é (0, co).
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Funcdes Exponenci

e Funcdes Logaritmicas

Uma razdo para a importancia da fungdo exponencial esté nas propriedades a seguir. Se x e y forem
numeros racionais, entdo essas propriedades sdo bem conhecidas da élgebra elementar. Pode-se
demonstrar que elas permanecem verdadeiras para nimeros reais arbitrarios x e y.

Se a e b forem numeros positivos, e x e y quaisquer nimeros reais, entao

1. b = b
L, b
2. 07 =
3. (b)Y =bY
4. (ab)* = a'b*
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Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas

Definicao

As fungées logaritmicas sao da forma f(x) = log,(x), em que a base b é uma constante positiva.

A fung@o f(x) = log,(x) é, por definicao, a inversa da fungao f(x) = b*. Isso significa que elas estdo
relacionadas pela seguinte relagéo:

logy(X) =y & b = x.
Dessa forma, se x > 0, entdo log,(x) é o expoente ao qual deve se elevar a base b para se obter x. Por
exemplo, log;,(0,001) = —3, pois 1072 = 0, 001.
As seguintes equacoes de cancelamento seguem da relagdo de inversa que f(x) = log,(x) e
f(x) = b* guardam entre si:

log,(b*) = x paratodo x € R e peb™ = x para todo x > 0.

A funcéo logaritmica tem o dominio (0, co) e a imagem R.
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Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas

O gréfico da fungéo logaritmica ¢ a reflexao do grafico de y = b* em torno da reta y = x.

¥
. y=x

0 X

y=log,x, b>1

A figura abaixo mostra casos em que b > 1 (as fungdes logaritmicas mais importantes tém base b > 1):

Y y=log, x

y=log, x

N
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Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas

As seguintes propriedades das fungdes logaritmicas resultam das propriedades correspondentes das
fungdes exponenciais dadas no slide 5.

Se b um ndmero positivo, e x e y quaisquer nimeros reais positivos, entao
1. logy(xy) = log,(x) + log,(y)
X
2. tog, () = oza() ~ o (»)

3. logy(x") = rlog,(x), em que r é qualquer nimero real
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Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas

Dentre todas as bases possiveis para uma fungao exponencial e uma fungao logaritmica, ha uma
gue é mais conveniente para os propdsitos do célculo: a base e. A constante e € chamada de niumero de
Euler, e seu valor com 12 casas decimais é 2,718281828459. Neste caso, chamamos

1. f(x) = €* de fungédo exponencial natural;

2. f(x) = loge(x) de logaritmo natural, sendo adotado para este Ultimo a notagao especial
logg(Xx) = In(x).
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Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas

Exemplo 1. Em 1995, foi publicado um artigo de pesquisa que detalhou o efeito do inibidor de
protease ABT-538 no virus de imunodeficiéncia humana HIV-1". A tabela abaixo mostra valores V(t) da
carga viral no plasma do paciente 303, medida em cépias de RNA por mL, t dias apds o tratamento com

ABT-538 ter comegado.
t (dias) V(t) (copias de RNA /mL)

1 76,0
4 53,0

8 18,0

11 9,4

15 52

22 3,6

Diagrama de dispers&o: https://www.geogebra.org/calculator/f jatwfdm

D. HO et al. “Rapid Turnover of Plasma Virions and CD4 Lymphocytes en HIV-1 Infection”, Nature 373
(1995): 123-26.
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Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas

Exemplo 2. Um habitante comum do intestino humano é a bactéria Escherichia coli, cujo nome é
uma homenagem ao pediatra aleméo Theodor Escherich, que a identificou em 1885. Uma célula desta
bactéria em um meio nutriente liquido se divide em duas células a cada 20 minutos. A populagéo inicial de
uma cultura é de 50 células.

(a) Qual o tamanho da populagao apés 1 hora e 40 minutos?
(b) Qual o tamanho da populagéo ap6s t horas?

(c

Quando a populagao atingirda um milh&o de células?
(d) Qual o tamanho da populagéo apés 6 horas?
(e) Encontre a taxa de crescimento depois de 6 horas.

(f) Encontre a taxa de crescimento relativa.
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Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas

Respostas:
(@) P(0)=50 — P(1/3)=2P(0)=2-50 — P(2/3)=2P(1/3)=22.50 —

P(3/3) =2P(2/3) =23.50 — P(4/3)=2P(3/3)=2*.50 — P(5/3)=2P(2/3) =25.50

Vé-se assim que ap6s 1 hora e 40 minutos (5/3 de hora) a populagdo é de 2° - 50 = 1600 celulas.

(b) P(t) = P(0)2% = P(0)8' = 50 - 8

1.000.000

(c) t = logg ( 50 ) =~ 4,76 h ~ 4 horas e 45 minutos

(d) P(6) = 50 - 8% = 13.107.200 celulas

celulas

(e) P'(t) = In(8)P(0)8!, de forma que P’ (6) = In(8)P(0)8% = In(8) - 50 - 8% ~ 27.255.656, 18 n
ora

(f) P'(2)/P(t) = In(8)

Nos calculos do item (e) fez-se uso do seguinte limite especial:
et — 1

lim —— =1.
At—0 At
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Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas

Exemplo 3. (Enviado pelo Prof. Emiliano) Na UC Geologia Geral abordamos o método de datagao
radiométrica, que utiliza fungdes exponenciais para calcular o decaimento radioativo de determinados
isotopos instaveis.

Principio envolvido: As substancias radioativas decaem pela emissao espontanea de radiagao. Se m(t)
for a massa remanescente de uma massa inicial mg da substancia apés um tempo ¢, entdo a taxa de
decaimento —m'’(t)/m(t) foi analisada experimentalmente como sendo constante. Segue que

' (t) = km(t),

em que k é uma constante negativa. Em outras palavras, substancias radioativas decaem a uma taxa
proporcional a sua massa restante. Isso significa que a massa decai exponencialmente:

m(t) = moe™.

Os fisicos expressam a taxa de decaimento radioativo como meia-vida, o tempo necessério para a
metade de qualquer quantidade dada decair. Por exemplo, a meia-vida do radio-226 é de 1590 anos, isto
é, m(1590) = %mo, e portanto k = —In(2) /1590; a meia-vida do potassio-40 é de 1,25 bilhdes de anos,
isto &, m(1,25 x 10°) = 1my, e portanto k = —In(2) /(1,25 x 10°).
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Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas

Exemplo 3.1. Os cientistas podem determinar a idade de objetos antigos pelo método de datagao
por radiocarbono. O bombardeamento da parte superior da atmosfera por raios cosmicos converte o
nitrogénio em um isétopo radioativo do carbono, ™ C, com meia-vida de cerca de 5730 anos. A vegetagéo
absorve o diéxido de carbono através da atmosfera e a vida animal assimila '*C através da cadeia
alimentar. Quando uma planta ou animal morre, para de repor seu carbono e a quantidade de '#C comeca
a decrescer por decaimento radioativo. Portanto, o nivel de radioatividade também deve decrescer
exponencialmente.

Digamos que uma descoberta revelou um fragmento de pergaminho que possui cerca de 74% da
radioatividade de '*C que se observa em tecidos vegetais existentes na Terra atualmente. A estimativa da
idade do pergaminho pode entao ser feita da seguinte maneira:

Como m(5730) = $mo, entdo k = —In(2)/5730. Assim, se atualmente m(t) = 74%mo, segue que
5730
In(2)

]
t=In(0,74) = — In(0, 74) ~ 2489 anos.
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Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas

Aprendizado

Um modelo exponencial é definido por uma fungao do tipo
y = f(x) = yob",
em que y, e b sdo constantes, com b > 0. A derivada de f (taxa instantdnea de variagao de f com
respeito a x) é dada por
' (x) = In(b)yob* = In(b)f(x).
A segunda derivada de f (taxa instantdnea de variagdo da taxa instantanea de variagao de f com respeito
a x) é dada por

" (x) = In?(b)yob* = In?(b)f(x).
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Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas

Alternativamente, temos

Aprendizado (8)
Um modelo exponencial é definido por uma fungdo do tipo
y = f(x) = o,
em que ¥, e k sdo constantes. A derivada de f (taxa instantanea de variagdo de f com respeito a x) é
dada por
f'(x) = kyoe"™ = kf(x).
A segunda derivada de f (taxa instantanea de variagdo da taxa instantanea de variagao de f com respeito
a x) é dada por
/(x) = KPyoe™ = K2f(x).
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Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas

Exemplo 4. Considere a fungao poténcia S(A) = cA* ja estudada, cujas observagdes eram

AGm?) | 025 05 1 2 4 79 159 316 63
s | e 10 13 14 17 19 22 24 28

Por meio da funcao logaritmo natural ela toma a forma linear Y = 3y 4+ 81X, em que
X = In(A), Y = In(S), Bo = In(c) e B1 =k,

cujas observagoes associadas sao

X = In(A) ‘ -1,386  -0,693 0 0,693 1,386 2,067 2,766 3,453 4,143
Y =1In(S) ‘ 1,792 2,303 2,565 2,639 2,833 2944 3,091 3,178 3,332

Diagrama de disperséo: https://www.geogebra.org/calculator/keq26ngu

A regressao linear mostra que By = 2,4039 e 81 = 0, 2448, o0 que implica que ¢ = efo = 11,0663 e
k = 0,2448.
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Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas

Exemplo 5. A pressédo atmosférica p em fungdo da altura h pode ser modelada por uma fungéo
exponencial na forma
—mh

p = be

Os valores a seguir correspondem a pressdo medida em diferentes alturas.

h (m) ‘ 0 5000 10000 15000 20000
p (Pa) ‘ 100000 47500 22600 10800 5100

Por meio da funcéo logaritmo natural ela toma a forma linear Y = By + 81X, em que
X =h, Y = In(p), Bo=In(b) e Bi=-m,
cujas observagoes associadas sao

X=h ‘ 0 5000 10000 15000 20000
Y = In(p) ‘ 11,5129 10,7685 10,0257 9,2873 8,637

Diagrama de dispersao: https://www.geogebra.org/calculator/pnvaqc8t

A regressao linear mostra que 3o = 11,51289 e 8; = —1,5 x 10™*, 0 que implica que
b=e"% =99996,6e m=1,5x 10"%.
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Fungdes Exponenciais e Fungoes Logaritmicas

Aprendizado (9)
As fungées logaritmicas sdo da forma
y = f(x) = logp(x),
em que a base b é uma constante positiva. A derivada de f (taxa instantanea de variagdo de f com

respeito a x) é dada por
1

f'(x) = .
(x) X In(b)
A segunda derivada de f (taxa instantanea de variagdo da taxa instantanea de variagao de f com respeito
a x) é dada por

1! 1
P00 ==z
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Anrendizados
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Taxas de Variacdo e Derivadas

Apéndice Estudo da Variacado das Funcdes

Relacdes Uteis

Anrendizados

Suponha que uma quantidade y dependa de outra quantidade x. Portanto, y € uma fungdo de x e
escrevemos y = f(x). Se x varia de x; para Xz, entdo a variagdo de x (também chamado de incremento
de x) é

AX = Xo — Xy,

e a correspondente variagdo em y é

Ay = f(x) — f(x1).
O quociente de diferenga

Ay fOxe) — f(x)

Ax Xo — Xq
é chamado de taxa média de variacdo de y com respeito a x sobre o intervalo [x1, X2], e pode ser
interpretado como a inclinagdo da reta secante PQ da figura a seguir.
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Taxas de Variagéo e Derivadas
Estudo da Variacado das Funcdes

Apéndice

Relacdes Uteis

Anrendizados

Q(xy, flx,))

0 X Xy X

Consideramos agora a taxa média de variagao sobre intervalos cada vez menores: fazemos x, se
aproximar de x1, e portanto Ax se aproxima de 0. O limite dessas taxas médias de variagdo é chamado
de taxa (instantanea) de variacdo de y com respeito a x em x = x1, e é interpretado como a inclinagao
da reta tangente a curva y = f(x) em P(xy, f(x1)):

A f(x1 + Ax) — f(x
taxa de variagdo instantanea = lim =2 — fim 0+ Ax) = fx1)
Ax—0 AX  Ax—0 Ax
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Apéndice Estudo da Variacado das Funcdes

Relacdes Uteis
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Limites dessa forma surgem quando calculamos a taxa de variagdo em qualquer das ciéncias ou
engenharia ou economia, e uma vez que ocorre tao vastamente, é dado a ele um nome especial e uma
notagao:

Definicao

d)
A derivada de uma fungdo f em um ndmero x1, denotada por d—i ou f'(xy), é definida por
X=X{

Flx) = lim [X1EAX) = f4)
Ax—0 Ax

se esse limite existe.

Por meio dessa definicao é possivel chegar-se as seguintes interpretacdes:

Interpretagao (1)

A derivada ' (x;) € a taxa instantdnea de variagdo de y = f(x) com respeito a x quando x = xi.

Interpretacéo (2)

A reta tangente ay = f(x) em (x1, f(x1)) € a reta que passa pelo ponto (x1, f(x1)) e cuja inclinagdo é
igual a f'(xy), a derivada de f em xy.
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Exemplo do processo limite. https://www.geogebra.org/calculator/w6tuvfzd

Acima, consideramos a derivada de uma fung&o f em um nimero dado (fixo) x: f’(x;). Mas podemos
permitir que esse nimero x; varie: voltando a definigao de f'(x) e trocando x; pela variavel x, obtemos
Fx) = lim f(x + Ax) — f(x)
AX—0 Ax
Entéo, dado um nimero x qualquer tal que o limite acima exista, atribuimos a esse x o valor f'(x).
Consideramos portanto f'(x) definida acima como uma nova fungdo, chamada de derivada de f, e
fazemos a seguinte observagao: pelo que aprendemos anteriormente, o valor de f' em x, f’(x), pode ser
interpretado geometricamente como a inclinagao da reta tangente ao grafico de f no ponto (x, f(x)).

Exemplo de grafico de f e f'. https://wuw.geogebra.org/calculator/sfmmfdcv
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Intervalos de Crescimento e de Decrescimento

Definigéo (fungéo crescente/decrescente)

Uma fungao f é dita ser crescente em um intervalo | se, quaisquer que sejam x; € X2 em |,
X1 < Xo = f(x1) < f(x2).

Analogamente, f € dita ser decrescente em | se, quaisquer que sejam x; e xo em |,

X1 < X2 = f(x1) > f(x2).
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Pontos de Maximo e Pontos de Minimo

Definicdo (maximo/minimo absoluto)
Seja ¢ um ndmero pertencente ao dominio D de uma fungéo f. Entdo f(c) é o valor
(/) maximo absoluto de f sobre D se f(x) < f(c) para todo x em D.

(if) minimo absoluto de f sobre D se f(x) > f(c) para todo x em D.

Definigdo (maximo/minimo local)
Seja ¢ um numero pertencente ao dominio D de uma fungao f. Entao f(c) é o valor
(i) maximo local de f sobre D se f(x) < f(c) quando x é proximo de c.

(if) minimo local de f sobre D se f(x) > f(c) quando x é préximo de c.
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Pontos de Maximo e Pontos de Minimo

=

=

——
maximo

local

minimo
local

minimo absoluto: fia)
méiximo absoluto: f(d)
minimos locais: f(c), fie)
maximos locais: f(b), fid)

minimo
local
£
absoluto

B
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Concavidades e Pontos de Inflexao

Definigao (concavidade)

Se o gréfico de uma fungdo f encontra-se acima de todas as retas tangentes a ele para argumentos
pertencentes a um intervalo I, entdo dizemos que f tem concavidade para cima no intervalo I. Se o
grafico de uma fungao f encontra-se abaixo de todas as retas tangentes a ele para argumentos
pertencentes a um intervalo I, entdo dizemos que f tem concavidade para baixo no intervalo .

Definigao (ponto de inflexdo)

Um ponto P em uma curva y = f(x) é dito ser um ponto de inflexao se f é continua ai e a curva muda de

concavidade em P.
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Concavidades e Pontos de Inflexao

¥ s B hy s B
g
f
Ag Ad
0 a b x 0 a b x
¥ B ¥ g, |
/ et
j
q
/ g
A fz“"
A _—~ Ad
1] X 0 X
(a) Concava para cima (b) Concava para baixo
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O que f’ diz sobre {?

Teorema (teste de crescimento/decrescimento)

Seja f uma fungdo continua em [a, b) e diferencidvel em (a, b).
(a) Sef'(x) > 0 para todo x em (a, b), entdo f é crescente em (a, b).

(b) Sef’(x) < 0 para todo x em (a, b), entéo f é decrescente em (a, b).

Definigao (nimero critico)

Um ndmero critico de uma fungéo f € um ndmero ¢ no dominio de f tal que, ou bem f’(¢) = 0, ou bem
f’(c) néo existe.
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Teorema (teste da primeira derivada)

Suponha que ¢ é um numero critico de uma fungéo continua f.

(a) Sef’ muda de positiva para negativa em c, entdo f tem um maximo local em c.

(b) Sef" muda de negativa para positiva em c, entao f tem um minimo local em c.

(c) Sef’ ndo muda de sinal em c, ent&o f ndo tem um maximo ou minimo local em c.

Flo=0 /TN flx)<0 ,,«“'J

¥ | ¥

/ \[ ) <0
flix)> 0”’ ‘i‘(/ . 4.? i £ <0
/ fx)> N

U\ / c |\ = 0‘ 2

(a) Maximo local (b) Minimo local
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O que f” diz sobre {?

Teorema (teste de concavidade)

Seja f uma fungdo que admite derivada até a segunda ordem no intervalo (a, b).
(a) Sef”’(x) > 0 paratodo x em (a, b), entdo f terd concavidade para cima em (a, b).

(b) Sef”(x) < 0 para todo x em (a, b), entéo f tera concavidade para baixo em (a, b).

2
Exemplo. Estude f(x) = e~ /2 com relagéo & concavidade e determine os pontos de inflex&o.

Solugéo. Pelo teste apresentado, devemos estudar o sinal da fungédo
2
/(x) = (x* = 1)e™ ™ /2.

Conclui-se que f tem concavidade para cima em (—oco, —1) e (1, 00), e concavidade para baixo em
(—1,1). Os pontos de inflexdo sdo Py = (—1,f(—1)) = (—=1,e""3) e P, = (1,f(1)) = (1,7 '/?).
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O que f” diz sobre {?

Teorema (teste da segunda derivada)
Suponha que "’ é continua nas proximidades de c.
(a) Sef'(c)=0ef"(c) > 0, entdo f tem um minimo local em c.

(b) Sef’(c)=0ef"(c) <0, entdo f tem um maximo local em c.

VA /
\-\ /f
\ /
\
\ |
flo)=0 f(x)
o }
0 c \ X

f(c) = 0. f € concavo para cima
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& —b?=(a—b)(a+b)

@ —b=(a—b)(E@+ab+b?) e & +b=(a+b)(d —ab+b?)

a* — b* = (a— b)(&° + &b+ ab® + b°)

a"—b"=(a—-b)(a ' +a" " 2b+---+ab""2+b"""), em que n é um inteiro positivo qualquer

sin(a+ b) = sin(a) cos(b) +sin(b)cos(a) e  sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)

cos(a+ b) = cos(a) cos(b) —sin(@)sin(b) e  cos(a— b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
tan(a) + tan(b) tan(a) — tan(b)

tan(a+ b) = T~ tan(a) tan(b) e tan(a — b) = T+ tan(a) tan(b)

sin?(x) + cos?(x) = 1 para qualquer x
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Aprendizado (1)

Um modelo linear é definido por uma reta, isto é, uma fungdo do tipo

y = f(x) = Bo + Bix,
em que [y é chamado de coeficiente linear da reta (a intersecgdo com o eixo y) e 31 chamado de
coeficiente angular da reta (inclinagdo). A derivada de f (taxa instantdnea de variagdo de f com respeito a

x) é constante e igual a 31, isto é, f'(x) = B1. A segunda derivada de f (taxa instantanea de variagéo da
taxa instantdnea de variagdo de f com respeito a x) é constante e igual a 0 (zero), isto é, f"’ (x) = 0.
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Aprendizado (2)

Um modelo quadratico € definido por uma parabola, isto é, uma fung¢ao do tipo
y=H(x) = Bo + B1x + Bax®,
em que Bo, 31, B2 sdo constantes, com B> # 0. A derivada de f (taxa instantanea de variagdo de f com
respeito a x) é dada por
'(x) = B1 + 2B2x.
A segunda derivada de f (taxa instantdnea de variagdo da taxa instantanea de variagao de f com respeito
a x) é dada por
1" (x) = 2.
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Aprendizado (3)
Um modelo polinomial de grau n (um inteiro ndo negativo) é definido por uma fungéo do tipo
Y =1(x)=Bo+Bix+BoxX* + -+ BoaX"" 4 Bax",

em que By, B, - - ., Bn S@0 constantes, com 3, # 0. A derivada de f (taxa instantdnea de variagdo de f
com respeito a x) é dada por

/(X)) = B1 + 2B + 385X + -+ + (N = 1)Ba_1X" "2 + nBpx""1.

A segunda derivada de f (taxa instantanea de variagdo da taxa instantanea de variagao de f com respeito
a x) é dada por

f(x) =22 + 8- 2Bax + -+ + (n—1)(n— 2)Br_1x"~° + n(n — 1)8,x" 2.
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Aprendizado (4)

Um modelo de lei de poténcia é definido por uma fungdo do tipo

y = f(x) = ox*,
em que c e k sdo constantes. A derivada de f (taxa instantanea de variagdo de f com respeito a x) é dada
por

f'(x) = kex* 1.
A segunda derivada de f (taxa instantdnea de variagdo da taxa instantanea de variagao de f com respeito
a x) é dada por

(x) = k(k — 1)ex* 2.
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Aprendizado (5)

Um modelo cossenoidal é definido por uma fungéo do tipo

y = f(x) = Acos(kx),
em que A e k sao constantes. A derivada de f (taxa instantdnea de variagao de f com respeito a x) é dada
por

f'(x) = —kAsin(kx).
A segunda derivada de f (taxa instantdnea de variagdo da taxa instantanea de variagao de f com respeito
a x) é dada por

'’ (x) = —k?Acos(kx) = —Kk?f(x).
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Aprendizado (6)

Um modelo senoidal é definido por uma fungdo do tipo
y = f(x) = Asin(kx),
em que A e k sao constantes. A derivada de f (taxa instantdnea de variagao de f com respeito a x) é dada
por
' (x) = kAcos(kx).
A segunda derivada de f (taxa instantdnea de variagdo da taxa instantanea de variagao de f com respeito
a x) é dada por
' (x) = —Kk?Asin(kx) = —k*f(x).
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